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Sei 8 ein Homomorph und H eine Untergruppe der Gruppe G. H hei& 
&‘-maximal in G, falls H in w liegt und in keiner in 2 liegenden Untergruppe 
von G echt enthalten ist. Wir nennen H einen X-Projektor von G, falls fur jeden 
Normalteiler N von G die Gruppe HNIN Z-maximal in G/N ist. SchlieBl$h 
heiljt H eine deckende X-Untergruppe von G, falls H ein &?-Projektor jeder 
Gruppe K mit H < K < G ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn neben 
HE @ gilt, dal3 aus H < K < G, L 4 K, K/L E % stets K = HL folgt. 1st 
X eine Schunckklasse (ein gesattigtes Homomorph, also eine Klasse von 
Gruppen, fur die in jeder Gruppe aus Y, der Klasse aller endlichen auflosbaren 
Gruppen, deckende Z-Untergruppen existieren), so fallen nach [4, VI.7.131, 
die Begriffe &?-Projektor und deckende ;/e-Untergruppe zusammen. Im ersten 
Teil dieser Arbeit werden nun die Beziehungen zwischen Z’-Projektoren und 
deckenden %-Untergruppen fiir nicht gedttigte Homomorphe untersucht. 
Im zweiten Teil dualisieren wir (im Sinne der “Dualitat” zwischen Schunck- 
und Fittingklassen) diese Ergebnisse fur Gruppenklassen fl, die beziiglich 
Bildung von Normalteilern abgeschlossen sind. Dabei erhalten wir insbesondere 
eine brauchbare Definition von F-deckenden Untergruppen (siehe 2.1), die 
fur Fittingklassen p mit dem Injektorbegriff aus [2] iibereinstimmt. 
Alle in dieser Arbeit betrachteten Gruppen seien endlich und au&bar. Fiir 
die in der Theorie der Schunck- und Fittingklassen iiblichen Bezeichnungen 
verweisen wir auf [l, 2, 4, 51. 
1. HOMOMORPHE UND ZTJGEH~RIGE UNTERGRUPPEN 
Mit J? werde in diesem Abschnitt stets ein Homomorph bezeichnet. 
1.1 DEFINITION. Die Klasse D(Z) aller Gruppen, die eine deckende 
X-Untergruppe besitzen, he& der Defkitionsbereich von 2. Da mit &? such 
D(s) ein Homomorph ist (s. 1.2a), kann fur alle n E N ein Homomorph D,(X) 
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rekursiv durch D,(s) = D(Dn-r(3?)) definiert werden, wobei D,(3%^) = 2 
festgesetzt werde. Ferner sei D&T?) = (JnP~ pq entsprechende 
Bildung f&r %-Projektoren ist das Homomor ) aller Gruppen, die &en 
Z-Projektor besitzen. 
Nach Schunck [5] haben die deckenden %‘-Untergruppen folgende Eigen- 
schaften: 
I .2 Saaz. 1st H eine deckende Z- Untergmp$e van @, so gilt: 
(a) Fiir jeden .iVormalteiler N von G ist p(NIN deckende 2i?- ~r~ie~~~Y~~~~ 
van e=jiv. 
(b) H ist deckende Z- Untergruppe jeder Gmppe K mit N _C K C G. 
(c) Fti jedes x E G ist H3: deckende A?- Untergruppe van G. 
f4 Jede deckende sP-Unteqmppe von G ist eon dev Gestalt H” fCr ein 
x E 6. 
(e) Bezeiclmet man mit X- die kjeinste s’? en,tka~t~de Schunckklasse, so ist 3 
adz deckende S-- Chatergruppe von G. Baker l&j& siciz (A?) such b~sck~e~be~ nO
die Klasse aller Gruppen, deren deckende SW- ~~tey~~~~~e~ in 2 liegm. 
Femzer gelten : 
(5) 1st U eine deckeazde s?-Unteyuppe irk X uazd X/M eize ebensolche i~z 
Y/M, so ist hi deckelzde ST-Untevgruppe con Y. 
Es erhebt sich mm die Frage, in welchem AusmaB die bier ange&hrzen 
Eigenschaften noch fur &Y-Projektoren an SteiIe der deckendenX?-Untergruppen 
gegeben sind. Offensichtlich bleiben 1.2a, c auc fiir A?-Projektoren i~mmrr 
richtig, nicht hingegen die weiteren Aussagen vo 2; dies sieht man etwa am 
eispiel der symmetrischen Gruppe vom Grad 4, deren samtliche nichtnormale 
Untergruppen der Qrdnung 4, sowohl zyklische als such elementar-abeische, 
Projektoren zur Klasse LZ& der abelschen Gmppen sind. dndererseits ist Jede 
deckende X-Unter e einer Gruppe erst recht 8-Projektor derselben, aiso 
. Ftir welche Homomorphe stimmen Pr 
stets iiberein? Ein erster Schritt zur 
dieser Frage ist die folgende Bermerkung. 
1.3 SATZ. 1st G E II(?) und H ein &?-Pmjektor voa 6, so isi H bmeits 
deckende Z?- Untergmppe von @. hbesondere s&d die folgenden Aussagen gieick- 
wert$:g: 
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(i) P(Z) = D(Z). 
(ii) In allen Gruppen, in deqen Z-Projektoren existieren, sind diese genau die 
deckenden A?- Untergruppen. 
Beweis. Mittels 1.2 und Induktion nach j G / fiihrt man den Beweis leicht 
auf den Fall G = HN fur jeden minimalen Normalteiler N von G zurtick. 
Dann ist entweder G = HE 2 oder H eine maximale Untergruppe von G mit 
core,(H) = I, d.h. G ist primitiv. In beiden Fallen ist H offenbar eine deckende 
Z-Untergruppe von G. 
Urn weitere Eigenschaften der in 1.3 beschriebenen Homomorphe zu erhalten, 
untersuchen wir zuerst die Klassen P(s). Hierzu greifen wir auf bislang 
unverijffentlichte Ergebnisse von Doerk zuriick. 
1.4 DEFINITION. 1st % eine Klasse von Gruppen, so sei E&T die Klasse 
all derjenigen Gruppen G, die einen Normalteiler N mit G/N E Y besitzen 
derart, dal3 fur jeden echt in N enthaltenen Normalteiler M von G die Gruppe 
G/M primitiv ist. In einer solchen Gruppe geht jede Hauptreihe von G durch*N, 
und unterhalb von N gibt es nur eine einzige G-Hauptreihe. Damit sieht man 
leicht ein, daR E, ein AbschlieBungsoperator ist, der jedem Homomorph 2 
wieder ein Homomorph E,Z zuordnet. 
Der Beweis des folgenden Satzes ist elementar und bleibt dem Leser iiber- 
lassen. 
1.5 SATZ (Doerk). Fiir Homomoyphe ST und 9 sind iiquivalent: 
de~selb!! J d d ’ d 
e e ec en e Z- Untergyuppe einer Gruppe ist deckende S- Untergruppe 
(ii) ’ D(s) I? 9 = X. 
(iii) E,S n 9 = Sf. 
(iv) %~JVZ@~~CZ?. 
(.N bezeichnet bier immer die Klasse der nilpotenten Gyuppen.) 
1.6 SATZ (Doerk). Ein Homomorph 2 mit D(s) = z’? wird total unge- 
sattigt genannt. Ein solches liegt genau dann vor, wenn eine der folgenden Bedingungen 
erfiillt ist: 
(i) S = D&p tir ein Homomoyph 9. 
(ii) E,Z = 2 )f’ 
(iii) .,JVX _C 9. ’ 
(iv) Im Rand van 2, d.h. der Klasse aller Gruppen G 6 s?, deren e&e 
Faktorgruppen in 2 liegen, existiert keine primitive Gruppe. 
Beweis. 1st % = D(Z), so gilt such Z = Da(Z). Sei Z = D,,,(F) fur 
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ein IIomomorph F-. G E E&T sei minimal nicht in 3? gewablt. Dann ist G 
primitiv, und ein Komplement El von F(G) liegt in D,(p) fur ein n E N. Wegen 
%(F) C 2 ist dann H eine deckende D,(g)-Untergruppe von G, aber das 
bei& G E D(DJ9)) = D,+r(F) C 2, ein Widerspruch. Dies zeigt ED.%? = A?. 
Die Aquivalenz von X = D(X) mit (ii) und (iii) folgt aus 1.5 dumb Einsetzen. 
von 9 = 9, der Klasse aller autliisbaren Gruppen. (ii) Q (iv) erbalt man 
sofort aus der Tatsache, daI3 in einer primitiven Gruppe aus dem Rand von &? 
die Komplemente der Fittinggruppe deckende &C-Untergruppen sind. 
Es la& sich nun beweisen: 
E .7 LEMMA. Fiirjedes Homomovph &f ist P(2) total ungesgttigt. 
Beweis. hufgrund des vorangehenden Satzes gentigt es zu zeigen, daR 
keine primitiven Randgruppen be&t. Dazu werde angenommen, G sei do& 
eine solche. Die maximale Untergruppe U sei dann ein Komplement von F(G) 
in G. U G G/F(G) besitzt einen %-Projektor o . 1st H eine 2X?-maximale 
Untergruppe von G mit HO C H, so stimmt ~F(G)/~(G) mit dem X-Projektor 
H,F(G)/F(G) von G/F(G) iiberein. H ist ein 2-Projektor von G entgegen 
G 4 P(Z); F(G) ist namlich in jedem i%ormalteiler N f 1 van G enthalten. 
Zur I3eschreibung der Formationen F mit (-9) beweisen wir 
einen Faktorisationssatz fur deckende 9-Gntergruppen. 
1.8 SATZ. Sei .9 eine Formation, G = UN eine Gruppe mit deckem& 
.%- Lrnter*g+pe F und nilpotentem No~malteiler M. Dam existiert ein x E N ml: 
(i) F” = (F” n U)(Fz n iv). 
(ii) Fz n U ist deckende F-L&~gruppe wm 0‘. 
Fib x E N ist dabei (ii) eine Folgerung aon (i), z~enn ~ZLY die tibvigen T/orazksset%uqen 
des Sataes erfiillt s&d. 
Bez~eis. Eine einfache Reduktion zeigt, da0 U als maximale Untergruppe 
von G sowie G = FN angenommen werden darf. Sei. M = L’ A N, ein Normal- 
teiler von G. Da U/M eine in 9 enthaltene maximaie Untergruppe von C/i11 ist, 
die den minimalen Normalteiler N/M komplementiert, muR wegen G = .FN 
entweder G/M selbst in 9 liegen oder LTjM zu FMjM konjugiert sein. Da wir 
im letzten Fall schon fertig sind, konnen wir G/M E 9 annehmen. Daher gilt 
sogar G = FM sowie 72 = U n FM = (U IT F)M. Es folgt 
und (i) ist bewiesen. F n U liegt nun als Supplement des nilpotenten Xormal- 
teiiers F n N und damit such der Fittinggruppe van P bekanntlich in der von F 
erzeugten Formation, insbesondere also in F. Angenommen, (ii) gelte mit x = 1 
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nicht. Da F n U den nilpotenten Normalteiler M von U supplementiert, 
existiert dann eine 9-maximale Untergruppe I/’ von U, welche F n U echt 
enthalt. Jede derartige Untergruppe V ist eine deckende s-Untergruppe von U 
und hat die Eigenschaft 1 F n M j < j V n M I. Mit G = UN = VN und der 
Nilpotenz von N findet man eine deckende F-Untergruppe W von G, die V 
enthalt. G E D(R) liefert W = Fw fur ein y E G, und dies schliel3lich den 
Widerspruch 
;FnM; = /PnMj = 1 WnMj >I VnMj > /FnMj. 
Damit ist (ii) nachgewiesen. Die letzte Aussage des Satzes geht gleichfalls aus 
diesem Beweis hervor. 
1.9 Bemerkung. Der Beweis von 1.8 zeigt, dal3 die Aussagen von 1.8 such fiir 
untergruppenabgeschlossene Homomorphe, genauer: sogar fur Homomorphe + 
gelten, fur die mit jeder Gruppe such jedes Supplement ihrer Fittinggruppe 
wieder in .F enthalten ist. Ein Gegenbeispiel gegen die Giiltigkeit von (ii) fur 
beliebige Homomorphe wird durch die Klasse der 2-perfekten Gruppen, die 
Gruppe G = GL(2, 3), dem Normalisator U einer 3-Sylowgruppe und der 
Fittinggruppe N von G gegeben. (i) hingegen bleibt fur jedes Homomorph noch 
richtig. 
1.10 SATZ. (a) Ist D(s) = P(p), so ist D(Z) total ungesiittigt; insbesondere 
liegt einev der folgenden drei Fiille VOY: 
(i) fl selbst ist total ungesiittigt. 
(ii) % f D(Z) = D,(Z) f Y. 
(iii) 2 ist eine Schunckklasse. 
(b) Fiir Schunckklassen und total ungesiittigte Homomorphe Xgilt D(Z) = 
P(Z). Die Forderung (ii) aus (a) ist hinreichend fiiy D(X) = P(Z), falls ~$5’ eine 
Formation ist, die folgendeer Zusat.zbedingung geniigt: 
Ist G E P(Z), G van minimaler Ordnung nicht in D(p), H ein %-Projektoy von 
G mit H = (H n U)(H n F(G)) fiiy eine maximale Untergruppe U van G, welche 
F(G) in G supplementiert, so sei H n Us-maximal in (H n U)Nfiir den minimalen 
Normalteiler N van G. 
Beweis. (a) 1.7 sagt D(2p) = P(&‘) = D(P(X’)) = D(D(Z)) aus, was 
lediglich die angegebenen Falle zul&. 
(b) 1st schon D(X) = ,4”, so gilt dies erst recht fur die gr%ere Klasse 
P(Z). (Fur Schunckklassen ist, wie eingangs erwahnt, such bekannt, daB 
X-Projektoren und deckende %-Untergruppen iibereinstimmen.) 
Gilt D(Z) = Z, so ist X’.Q-abgeschlossen. Ware G f P(X) minimal nicht 
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(A?), H ein S-Projektor von G, so ware B(G) = 1; ansonsten ergabe sich 
Widerspruch G = H@(G) = HE 2'. Ferner wtirde jeder rni~~rna~~ 
Normalteiler von G durch H komplementiert, es ware dann core,(H) = 1 und G 
primitiv aus dem Rand von 2. Insbesondere ware G E E,ti = &?, ein Wider- 
spruch. Daher folgt aus D(S) = Z? doch P(p) 
SchlieDIich sei Z? eine Formation mit D(S) = 
aus (b) genii@. 1st D(Z) # P(Z), so findet man 
Ordnung beziiglich G E P(Z), aber G 4 D(Z). 
tion ist, besitzt G nur einen minimalen Normalteiler N+ We 
kann G keine primitive Gruppe sein, also ist NC Q(G). 
Z-Projektor von G und U irgendeine maximale Untergruppe van G mit 
G == W(G). Dann ist NC U, und aus 1.2 folgt, daD HAT/N eine deckende 
&-Untergruppe von G/N ist. Eine Anwendung van 1.8 zeigt, eventuel! nach 
Ubergang zu einer zu H konjugierten Gruppe, 
was HIV = (4-1 n U)(H 0 F(G))N sowie H = (N IT U)(H CI F(G)) zur Fdge 
hat. Ferner besagt 1.8, da8 (H A U)iV/N eine deckende X-Untergruppe van 
L’lr\: ist. H n CT ist nun ein S-Projektor von U, und daher such de&end-e 
X-Untergruppe von U: 
Sei K ein Normalteiler von lJ. Cm zu zeigen, da6 (If n L’)pC-jIC Z-maxima! 
in u/rC ist, brauchen wir aufrund unserer bisherigen Ergebnisse, und weil IV ein 
minimaler Xormalteiler such von U ist, nur noch den Fail K CT N = 1 zu 
betrachten. Dazu sei HI/K 3 (H CT i7)KjK Z-maximal in U/K. Es gilt s&on 
HJV = (H n U)KN sowie HI = (H n U)(Hl n AT)K. X = (M n L7)(Hj n N) 
liegt in R,Z = ~6: Klar ist X/H, n NE 2. Daneben gilt X/X r! Ke; 
A’rK/K E 2, mit K CT N = 1 daher Xg lY/(HI n N) n (X n IX). Nach 
Voraussetzung ist aber H n U&‘-maximal in (N n U)N, so daR W CT T/ -= X 
und P-r, = (H n U)K folgen. 
Zuletzt ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme, indem N als deckende 
S-Untergruppe von G nachgewiesen werden kann. Hierzu sei D eine N 
umfassende deckende s-Untergruppe von G; eine solche kann gefunden 
werden, denn HN enthalt eine deckende s-Untergruppe von 6. Aus DN = HIV 
und der oben bewiesenen Zerlegung von H erh2lt man 
D = (H n U)(D n N)(H n F(G)). 
Angenommen, D n N enthalte H n N echt. in diesem Fall sei E) CT N!T ein 
D- auptfaktor mit H n NC T. D CT N/T wird durch NT komplementiert, so 
da8 die zugehorige primitive Faktorgruppe O/C,,(O CT N/T) in 2 liegt. Der 
gewunschte Widerspruch stellt sich jetzt dadurch ein, daO die Gruppe 
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(H n U)(D n N) _C U eine primitive Faktorgruppe besitzt, welche zwar in 8 
liegt, aber nicht von H n U gedeckt wird, namlich 
wobei diese Isomorphie durch H n F(G) _C C&D n N/T) wegen N _C Z(F(G)) 
begriindet ist. Also ist doch D n N = H n N, mithin H = D, und die Behaup- 
tung ist bewiesen. 
1.11 KOROLLAR. P(P(&?)) = D(P(%)) = P(p). 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus 1.7 und 1.10(b). 
Wir schliel3en diesen Abschnitt mit einigen Beispielen. Zuerst wollen wir 
zeigen, wie sich die Zusatzbedingung aus 1.10(b) an Formationen oftmals 
miihelos nachweisen la&. 
BEISPIELE. (1) Sei + eine Klasse von Gruppen, die durch gewisse Bedin- 
gungen an die Hauptfaktoren von Gruppen aus F definiert ist, wie z.B. die 
Klasse 9% aller Gruppen ohne zentrale r-Hauptfaktoren fur eine gegebene 
Primzahlmenge T. Es sei also fur eine (oder mehrere) Primzahl p eine Klasse 
9(p) gegeben, und man definiere g als die Klasse aller Gruppen G mit der 
Eigenschaft, dal3 fur alle p-Hauptfaktoren H/K von G die Gruppe G/C,(H/K) 
in S(p) liegt. Solche Klassen sind stets Formationen. Gilt D(T) = Dz(9), so 
ist such die Zusatzbedingung aus 1.10b erfiillt, mithin gilt P(F) = D(9). Urn 
aus der Annahme D(s) = Da(F) die Zusatzbedingung abzuleiten, ubernehmen 
wir die Bezeichnungen aus l.lOb. Wir haben also H = (H n U)(H n F(G)). 
Sei HI > H n U eine 9-maximale Untergruppe in (H n U)N; zu zeigen ist 
H, = H n U. Es gilt HI = (H n U)(H, n N), und H, = H(H, n N) = 
(H n U)(H nF(G))(Hl n N) ist eine Gruppe aus 9: Wegen N _C Z(F(G)) 
bewirkt namlich Hz auf den H,-Hauptfaktoren von HI IT N dieselben Automor- 
phismengruppen wie HI E F. Die 9-Maximalitat von H erzwingt daher 
H, = H, und H n U = (H n U)(H, n N) = HI ist p-maximal in (H n U)N. 
Die oben angefiihrten Klassen ST der Gruppen ohne zentrale n-Haupt- 
faktoren haben die Eigenschaft D(FT) = Da(&) = P(gT): Mittels 1.5 uberzeugt 
man sich leicht davon, da8 die deckenden FT-Untergruppen einer Gruppe 
G ED(&) gerade die Projektoren zur Klasse der r-perfekten Gruppen sind, 
also O’(G). FT ist namlich die griiBte in der Schunckklasse der r-perfekten 
Gruppen enthaltene Formation. Unter Verwendung der Deck-Meide-Eigen- 
schaft der (normalen) Projektoren zur Klasse der r-perfekten Gruppen und 
durch Zuhilfenahme des Satzes von Clifford [4, V. 17.31 ergibt sich sz # 
D($-) = D,(pT) # 9’; dabei beriicksichtige man zum Nachweis von 
ST # D(sr), dal3 2, $9$ fur p E n. 
(2) Fur eine Primzahl p sei &?p ein Homomorph von p-Gruppen mit 
Z, E &?g # Yp . Wir setzen 2 = 9Df%9 . Wegen E,.5$,~&$ n PD,YD = 9,,Zg ist 
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nach I.5 jede deckende &?-Untergruppe einer Gruppe such eine sol&e zur 
Klasse der p-nilpotenten Gruppen, D(s) folglich die Klasse aller Gruppen, 
deren 5Q9$Projektoren in %’ liegen. Wir zeigen zu 
Dazu sei G eine primitive Gruppe aus dem Rand vo 
U von F(G) besitzt einen in ,T? liegenden .9a,c4”,-Pr 
Projektoren nach Doerk [l] Deck-Meide-Eigenschaft haben, ist e 
HF(G) em 99f99-P rojektor von G. Der erste Fall tritt wegen G $ 
WHre im zweiten Fall F(G) eine p-Gruppe, so ware O,(H) = 
C’&(G)), mit der treuen Operation von H auf F(G) dann O,(H) = 1. Da 
O,(U) im 9D,.9g-Projektor H von U enthalten ist, “re such O,,(TJ) = 1. 
O,(U) = 1 erzwingt deshalb U = 1, GE Z, E %’ (H), ein W’iderspruch 
zur Wahl von 6;. Ware aber F(G) eine p’-Gruppe, so ergibe sich gleichfalls em 
Widerspruch: HF(G) E 9Q,&, = %. Somit existiert keine primitive Gruppe 
aus dem Rand von D(s), und 1.6 liefert die Behauptung. 
’ obigem Beispiel speziell p = 2 mit zz = {I, Z,), so liegt 
aber nicht in D(2), d enn ein 9$9$Projektor dieser Gruppe 
r einer 3-Sylowgruppe. Er ist isomorph zu S, x Zz , wghrend 
die in ihm enthaltene symmetrische Gruppe vom Grad 3 ein &‘-Projektor van 
Gk(2, 3) ist. 
Man beachte bei diesem Beispiel, daR 9$%Tz abgescblossen ist gegeniiber 
on Untergruppen. Die Giiltigkeit von 1.8 reicht somit nicht am, urn 
= D2(#) such D(p) = P(z) zu folgern. 
(3) VJir wissen, da8 D(.9) fur jede Formation 9 wiederum eine Forma- 
tion ist. Anders verhalt sich P(F). Weder ist (9-> stets eine Formation noch 
gilt allgemein D,(9) C P(9). Als Beispiel b rachten wir ftir eine Primzahl 
$ + 2, 3 mit p $ 1 (mod 4), aber p2 = 1 (mod 4) die Formation F allrr 
3’-Gruppen mit abelscher 2-Sylowgruppe und der Eigenschaft G/C’,(HjIC) z Z‘% 
fiir jeden p-Hauptfaktor H/K von G. Wir geben eine Gruppe H = X a Y n;it 
gter Faktorgruppe S, an derart, daB X, YE 
). Wir gehen so vor: 
X wird eine Erweiterung von S, sein, fur w&he AM/M g Z, gilt, falls i” 
den n’ormalteiler von X mit X/M g S, und A einen beliebigen .9-Projektor von 
X bezeichnet. Entsprechend wird Y als Erweiterung van Sa so gewahlt, dai? 
BM/M~ Z, x Z, fiir jeden 9-Projektor B und den Normalteiler M von 4’ 
mit Y/M- S, . WHre dann F ein .F-Projektor von H, und bezeichnet Iv den 
Normalteiler von H mit H/N g S, , so erggbe sich der Widerspruch Z, x Zz mu 
FiV/N gg Z, . 
X sei die Gruppe GL(2, 3). Deren 9-Projektoren sind &-Projektoren, 
enthahen also Z(X). Wir wissen bereits, da6 die z&Projektoren van is, die 
Qrdnung 4 haben. Daher gilt / A i = 4 . / Z(X)i = 8 fiir jeden g-ProjektorA 
von X. Bekanntlich besitzen die 2-Sylowgruppen von X nur zyklische abelsche 
Untergruppen der Ordnung 8, und diese Untergruppen sind F-Projektoren. 
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AuBerdem ist der Normalisator einer 3-Sylowgruppe von X deckende D(9)- 
Untergruppe von X, d.h., X E Ds(9). 
Zur Konstruktion von Y erinnern wir an die folgende p-Gruppenkonstruktion 
von Huppert [4, VI.7.221: 
Sind V, und Ya Moduln der Gruppe G fiber GF(p), so wird die Menge 
p = {(VI + u2 > t) I Vl $ v2 E Y1 @ Y2 , t E Vr @ V,) durch die Vorschrift 
(7% + v2 ? t)(v,’ + v2’, t’) = (vr + vi’ + v2 + 2121, t + t’ + vr @ v2’) zu einer 
p-Gruppe, auf der G durch komponentenweise Operation Automorphismen 
induziert. Mit Pi = {(vi , 0) / vi E Vi} (i = 1, 2) und T = ((0, t) 1 t E V, @ V,j 
sind dann G-invariante Untergruppen von P gegeben, die als G-Moduln 
isomorph zu Vi bzw. T sind, und es gilt P’ = Z(P) = @(P) = T = [PI, PJ. 
Sei nun G = S, und V der zur natiirlichen Permutationsdarstellung von G 
gebildete Permutationsmodul von G iiber GF(p). V zerfallt aufgrund der 
zweifachen Transitivitat von G direkt in einen irreduziblen Teilmodul V, der 
mGF(p)-Dimension 3 und den irreduziblen trivialen Modul E. Bezeichne M* den 
zu einem Modul n/r dualen Modul Hom,,(,,(M, GF(p)). Dann gilt, da ein 
Permutationsmodul stets selbstdual ist, V, @ E = VsG V* zG VI* @ E, 
mithin V,* zc V, . Mit V, und V, = VI* bilden wir, wie oben beschrieben, die 
Gruppe P. Sei R der Kern des G-Homomorphismus v von V, @ V,* auf 
GF(p), der durch (v @f)~, = vffiir v E VI undf E V,* definiert ist. Wir fassen R 
als Teil von T = Z(P) auf, so da8 R 4 P gilt; es sei T/R zo E vermerkt. Die 
Gruppe Y sei jetzt das semidirekte Produkt von G mit N = P/R. Dabei bezeichne 
u fiir jede Untergruppe U von P die Untergruppe URIR von N. 
Man stellt sofort fest, da8 ein &-Projektor von G vom Typ (2,2) schon ein 
.9-Projektor von Y ist. Jeder .9-ProjektorF von Y hat die GestaltF = F,(F n N), 
wobei F2 vom Typ (2, 2) oder (29 ist. Im ersten Fall mul3 wegen FE S- schon 
F n N = 1 gelten, den zweiten Fall haben wir auszuschliefien. Dazu sei 
0.B.d.A. F, eine zyklische Untergruppe von G der Ordnung 4. Der vollstandig 
reduzible, treue F,-Modul ( VJF, zerfallt gemaS unserer Voraussetzung fiber p 
(vgl. [4,11.3.10]) in einen zweidimensionalen irreduziblen, treuen Modul W und 
einen eindimensionalen Modul U mit @(F2) _C Cfi2( U). Wegen N/T go PIT gG 
V, @ V, ho V, @ V, gilt also I(F n N)T/T 1 = p4. Da T von G zentralisiert 
wird, ist T g F n N, folglich F = F,(F n N) E F,( W @ W). Wir leiten hieraus 
einen Widerspruch zu T e F n N ab, indem wir T = [F n N, F n N] zeigen 
Wir iibernehmen obige Bezeichnungen der Untergruppen von P und bezeichnen 
ferner mit Wi die Fa-invariante Untergruppe von P, (i = 1,2), die als F2-Modul 
zu W isomorph ist. (F n N)TIT 1st aus Ordnungsgriinden die zu dem F,-Modul 
W gehijrige homogene Komponente von N/T. Gleiches gilt fiir W, W,T/T, und 
es folgt (F n N)’ = ((F n N) x T)‘> [El , W,], so daR wir nur noch 
[W, , W,] $ R nachzuweisen haben. Es ist WzL = {v E VI 1 vf = 0 fiir alle 
f~ W,} ein F,-invarianter Teilraum mit 
dim,,(,) W,l = dim,F(9) V - dim,,(,) W2 = 1, 
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insbesondere Wl $ W,l. Somit existieren F E WI und JE W2 mit 0 -f sif L= 
(v @J)y, d.h. [(v, 0), (ii, 0)] = (0, ‘I) @f) $ Kern y = 22; wir haben hierbei T 
mit V, @ I/, identifiziert. 
Damit ist X A Y 4 P(9) gezeigt, auDerdem liegen X und Y’ in &F), aiso 
gilt X h 4’ E &D,(9) = I&(%) C DJ;(.F). 
2. SUBNORMAL ABGESCHLOSSEXE GRUPPENKLASSEN CND 
ZUGEH~~RIGE UNTERGRUPPEN 
.F bezeichne im Folgenden stets eine Klasse von Gruppen, fur welche 
mit G E 3 immer such NE 9 fur alle N 0 4 6. Unser Ziel ist es, den Beg& 
der deckenden Z-Untergruppe (% ein Homomorph) so zu dualisieren, daB fur 
sol&e K?assen .F die zugehijrigen Untergruppen in jeder endlichen aufidsbaren 
Gruppe noch a!le wesentlichen Eigenschaften der Injektoren zu Fittingkiassen 
haben, ausgenommen natiirlich die Existent der Znjektoren in jeder Gruppe. 
2.1 DEFIMTIOX. Sei F eine Untergruppe von G. Dann bezeichnen wir mit 
X(F, G) die Menge aller Untergruppen M von 6, fur die eine Kette M = 2Vlfl <. 
Lvl$-, < “I < lVO = G von Untergruppen Mi von G existiert mit der Eigen- 
schaft 38; I; 4 (li n lL!J-l , lb&> fur i = I )..., n. 9(,F, G) en&tilt insbesondere 
alle Subnormaheiler von G sowie alle Obergruppen vonF in 6. 
Sei ferner 9 wie oben beschrieben. Dann hei& .F em 9-Injektor van 6, falls 
fur jeden Subnormalteiler N von G die Gruppe 8” CT N eine ..F-maximale Unter- 
gruppe von AT ist. F heiBt S-deckende &ztergmppe von 6, falls ftir aile 
Mc~S(F, G) die Gruppe F n M eine s-maximale Untergruppe ven M 3st. 
(Wir werden gieich sehen, daf3 F n M q (; F, also F n M E F gilt.) 
Die fiir unsere weiteren Uberlegungen zentralen ~~ererbu~gse~ge~sch~~e~ 
der .F-deckenden Untergruppen beschreibt 
2.2 LIXvxar.‘I. (a) Ist A4 E .Y(F, G), so gilt S(F n M, i%f> C Y(F, G). Im- 
besondeere gilt Y:(F, U) C Y(F, G), b zw.cF(Fn N, N)C9(F, G) k-F < U < 6: 
bzw. X 4 4 G. AuJerdem ist F n M 4 < F. -- A 
(5) Ist M E~(F, G) und F eine 9-deckende Untergmppe @on G, so ist 
F A 34 eine ebensolche in M. Insbesondere ist d@Enn F e&e F-deckende Untergrz~ppe 
in albn f_’ mit F < U < G zcnd F n hT eine ebensokhe iti -Pv’~ falls nur lV a 4 C- 
(c) Eine 9-deckende Untergrzlppe F von G ist sfets such S-IBjektor und 
3-Fischeruntergruppe von 6. (Letztues bedeutet b~~~n~t~~ck, daJ F jede iri F 
liege&e CTnteugmppe Y von G mit F C IV,(V) enthiilt.) 
Beweis. (a) M E$(F, G) liefert eine Untergruppenkette M = lMn < 
AW72-a < ..j < &I0 = G mit Mi 4 4 (F n IQ&~, P&i> ftir i = I,..., n. Zu 
L E $(F ri JI: M) gibt es eine ~~~tergru~~e~kette L = L, f L,-, .< .‘I < 
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L,=MmitL,(i4((FnM)nLj_l,Lj)fiirj=1,...,m.Wegen(FnM)n 
Lj_,=FnL,_,zeigtnundieKetteL=L,~...~LL,~~~~’..~~M,= G, 
da8 L E 9(F, G) gilt. Die Folgerung fur Obergruppen von F und fur Subnormal- 
teiler von G ist trivial. Die letzte Aussage unter (a) erhalt man durch eine einfache 
Induktion nach der Lange n der zu M E 9(F, G) gehiirigen Untergruppenkette, 
indem man F n M. a 4 F nachweist fiir i = O,..., n. z-- 
(b) ergibt sich direkt aus (a). 
(c) Hier haben wir nur zu zeigen, dal3 V < G, V E F, F _C NG( V) schon 9’ 
V _C F impliziert. Dies folgt aber daraus, da8 mit der Gruppe FV such deren 
Normalteiler V in 9(F, G) liegt. 
Zusammen mit dem folgenden Lemma erhalten wir aus dem soeben 
Bewiesenem die Konjugiertheit der 9-deckenden Untergruppen. 
2.3 LEMMA. Sei N ein Normalteiler von G mit nilpotenter Faktorgruppe GIN. 
Fl und Fz seien 9-Fischerunteyuppen von G mit Fl n N = Fz n N. Dann sind 
Fl und F, in G konjugiert. 
Beweis. Der Beweis verlauft wortlich wie in [2], Lemma, mit einer Ausnahme: 
Fi und Fix fur x E G (i = 1,2) sind gleich, wenn sie sich gegenseitig normalisieren, 
denn gem8 unserer Voraussetzung sind Fi und Fix 9-Fischeruntergruppen von 
G; in [2] hingegen wird Fi = Fix aus FiFix E Nag = 9 fur Fittingklassen 9 
hergeleitet, wenn Fi und Fix sich paarweise normalisieren. 
Durch eine Induktion nach der Gruppenordnung ergibt sich jetzt: 
2.4 SATZ. Je xwei 9-deckende Untergruppen einev Gruppe sind in dieser 
konjugiert . 
Wie fiir Fittingklassen kann man nun mittels 2.4 nachweisen, dab fur sub- 
normal abgeschlossene Klassen 9 die 9-deckenden Untergruppen einer 
Gruppe G jeden Hauptfaktor von G decken oder meiden (vgl. [l]); man hat 
dabei nur zu beriicksichtigen, da0 das Frattini-Argument auf 9-deckende 
Untergruppen von G anwendbar ist, da sie wegen 2.4 pronormal in G sind. 
Wir haben bereits darauf hingewiesen, daR F-deckende Untergruppen erst 
recht 9-Injektoren sind. 1st F eine Fittingklasse, so gilt sogar die Umkehrung, 
d.h. in jeder Gruppe stimmen die F--Injektoren mit den P-deckenden Unter- 
gruppen iiberein. Dies ergibt sich leicht aus der Giiltigkeit von 2.2(b) fiir 
g-Injektoren zu Fittingklassen fl an Stelle der 9-deckenden Untergruppen. 
Mithin sind Fittingklassen P such durch die Existenz der P-deckenden 
Untergruppen in allen endlichen auflijsbaren Gruppen gekennzeichnet. 
Wir bezeichnen im Folgenden mit D(9), bzw. I(9) die Klasse aller Gruppen, 
welche eine 9-deckende Untergruppe bzw. einen 9-Injektor besitzen. Die 
Abgeschlossenheit gegeniiber Bildung von Subnormalteilern iibertragt sich dann 
von 9 auf D(F) und I(9). 
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Dual zu 1.3 ist der folgende Satz; jedoch l%Bt sich sein eis nicht analog zu 
dem von 1.3 durchfiihren, da die Beziehungen zwis n einer subnormal 
abgeschlossenen Klasse .9 und ihrer Sattigung, der kleinsten sie umf 
Fittingklasse, von anderer Art sind als bei Homomorphen (vgl. die 
am &de dieses Abschnittes). 
2.5 SATZ. (a) 1st GED(.F), so istjedev F-fnjektor zm G schon .F-deckerzde 
Unterpuppe. 
(b) I(.F) = D(.F) ist gEeichwertig mit der Aussage, daL3 jeder P-dnjektor 
au& F-deckende Untergruppe ist. 
Der Beweis von 2.5, wir wollen ihn bier nicht angeben, beruht im Wesentlich~en 
auf 
2.6 LEMMA. IstF eine S-deckende und I eirze %-maxinzale Untergruppe FOE G 
mit F n N -= I n N fib einen Normalteiler N van G mit ~-~aktoyg~~p~e G/IV, so 
ist 1 in G zzk F konjugiert, folglich ebenfalls S-deckende L?zterguuppe. 
Beweis. Fur ein Gegenbeispiel kleinster Qrdnung zeigt eine einfache 
Reduktion: M = 8’ n N = I A N g G. F/II2 und I/M sind p-LJntergruppen 
von G/M, hegen daher o.B.d.A. in einer p-Sylowgruppe P/M von G/M. Da sich 
die Voraussetzungen des Lemmas von G und N auf P und P n N vererben, 
darf G = P angenommen werden, womit folgt: 14 (j 6, und F ist aIs 
.F-deckende Untergruppe von 4 gleich I. F = I ist aber ein Widerspruch. 
Entsprechend der Begriffsbildung fur Komomorphe werde eine subnormal 
abgeschlossene Klasse 9 mit g = (9) total unges8ttigi genannt. 
Kiassen lassen sich wiederum mittels eines ~4bsc~~~~e~u~gso~erators charak- 
terisieren. 
2.7 DEFINITION. 1st X eine Gruppenklasse, so sei E’X die Klasse derjenigen 
Gruppen 6, die einen Subnormalteiler N E X besitzen derart, da8 jeder N echt 
enthaltende Subnormalteiler von G eine einkdpfige Gruppe ist, d.h., nur emen 
maximalen Normalteiler besitzt. 
Bezeichnet, z.B., 8 die Klasse aller Gruppen der Ordnung 1, so ist EV = 
(G / G ist zyklische p-Gruppe oder Frobeniusgruppe mit zyklischem Frobenius- 
kern O,(G) und zyklischem Komplement G, E Syl,(G)). Dabei ist im Fali der 
nichtzyklischen Gruppen q em Primteiler van p - 1, und jede Untergruppe von 
6, operiert treu auf jeder Unter- und Faktorgruppe von O,(G). Folghch ist 
EV abgeschlossen gegeniiber Unter- und Faktor-gruppenbildung. Etwas 
allgemeiner gilt: 
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2.8 LEMMA. (a) El&” = {G j G hat einen Normalteiler N E .X mit: 
(i) Jede Kompositionsreihe van G geht durch N, 
(ii) G/N besitzt GUY eine Kompositionsreihe.} 
= {G j G hat e&en Normalteiler NE Y mit: 
(i) Jede Hauptreihe van G geht durch N; 
(ii) G/N besitzt WY eine Hauptreihe; 
(iii) G/N ist iiberauj6sbav.) 
(b) El ist ein AbschlieJungsoperator; ist S= subnormal abgeschlossen, so such 
EW. 
Beweis. Trivialerweise stimmt EC?? mit der ersten der beiden in (a) angege- 
benen Klassen iiberein, denn der maximale Normalteiler einer einkijpfigen 
Gruppe ist dort charakteristische Untergruppe. Eine Gruppe mit lauter 
zyklischen Hauptfaktoren ist iiberaufl6sbar. Deshalb ist El&‘” in der letzten 
angegebenen Klasse enthalten. Den Nachweis der entgegengesetzten Inklusion 
fi.ihrt man auf eine Betrachtung der Klasse El8 zuriick, indem man bei der 
Untersuchung einer Gruppe G aus der letzten Klasse, G minimal nicht in EIX, 
beachtet, da13 diese einen Normalteiler NE Z besitzt mit G/N E ErG. Man 
verwende die obenstehende Beschreibung von El&! Die Voraussetzung, daR jede 
Hauptreihe von G durch N geht, fiihrt dann zu dem Widerspruch, daO G doch 
in EIX liegt. 
(b) erhalt man sofort aus (a). 
Zur Beschreibung der total ungesattigten Klassen benijtigt man noch: 
2.9 LEMMA. In einer eink@$gen Gruppe G $9’ ist der maximale Normalteiler 
eine .F-deckende Untergruppe, sofern er nur in SF liegt. 
Die Aussage dieses Lemmas entspricht offensichtlich der Tatsache, daf3 
in einer primitiven Gruppe aus dem Rand eines Homomorphs 2 die Komple- 
mente des minimalen Normalteilers gerade die deckenden s-Untergruppen 
sind. Da der Beweis von 2.9 vijllig dual zum Beweis dieser Ietzten Aussage 
verlluft, wollen wir ihn hier nicht durchfiihren. 
Wir vermerken aber noch, daB 2.9 sogar dann gilt, wenn man nur eine 
Gruppe aus El9 voraussetzt, die einen Normalteiler N ES mit zyklischem 
G/N besitzt. %-deckende Untergruppe ist in dieser Situation N, falls N maximal 
beziiglich der erwahnten Eigenschaften gewahlt wird. Daraus Ia& sich El.9 _C 
D(D(F)) herleiten. Die entsprechende Aussage fur Homomorphe ist hingegen 
viillig falsch (vgl. [3]). 
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Die vorangehenden Lemmata erlauben es nun, dual zu einem Satz von 
oerk aus Abschnitt 1 zu beweisen: 
2.10 SATZ. (a) Fiir subnormal abgeschlossene Klassen 9 und 3 sind gleic 
wertig: 
ende Untergrzlppe einer Gruppe ist 3-deckende U~te~g~~~~e 
(iv) El9 n $9 = 9. 
(F), .F = H(F) und 9 = El9 sind aquivaiente Aussagen, 
Aus diesem Satz erhalt man schlieRlich ein Analogon zu 1.10 und I. 1 I ~ 
Wir haben im ersten Abschnitt dieser Arbeit mehrfach feststellen k&men, da8 
sich Fragen i.iber deckende &-Untergruppen fur beliebige Homomorphe % 
zumindest teilweise auf Fragen iiber Projekt n zu ~ch~~ckk~assc~ reduzieren 
lassen: Urn festzustellen, ob eine Gruppe i ) lie@ hat man nach 1.2 nur 
die Projektoren zur kleinsten &? umfassenden Schunckklasse zu berechnen und 
danach zu iiberpriifen, ob sie in 3 liegen. Ein entsprechendes Vorgehen ist bei 
subnormal abgeschlossenen Klassen % nicht immer moglich, wie man etwa am 
B&spiel der Klasse der elementar-abelschen 2-Gruppen und der zykhschen 
Gruppe der Ordnung 4 erkennt. Der Grund hierfti.r ist in dem Fehlen eines 
Analogons zu 1.2(f) sowie, damit eng verbunden, in der Tatsache, d& sich die 
kleinste F umfassende Fittingklasse g i.a. nicht vermittels der einkopfigen 
Gruppen aus F erklaren la&, zu sehen. Die Klasse 9* alier Gruppen, deren 
einkiipfige Subnormalteiler ohne Ausnahme in 9 liegen, ist ngmiich i.a. keine 
Fittingklasse. So ist, z.B., fur die Klasse 9 der elementar-abelschen ZGnuppen 
p”;” = 9 f Nag, denn G E 9*, G minimal nicht in 9, konnte keine zyklische 
Gruppe sein, so daf3 mit jeder e&ten Untergruppe au& &: bereits den Expo- 
nenten 2 hatte und elementar-abe!sch ware. G wiirde dann do&. in @ iiegen. 
Im Fall 9* = 3, oder, aquivalent, 9” = .?V09*, wenn also jede ein- 
kijpfige Griappe aus g schon in F liegt, gilt natiirlich, da8 jede %-deckende 
Untergruppe einer Gruppe such @-deckend ist, jedoch kann Letzteres sogar 
ohne s* = 9 erfiillt sein. Man sieht dies anhand eines Normalteikers IF won 
5’a x Ss vum Index 2 fur die kleinste total ungesattigte K!asse F = E36 sofort 
ein: TE9, T&9*. 
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